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[H23]

Erzeugende fiir Galilei-Transformationen (141 Punkte)
(a) Zeigen Sie, daf fiir eine Phasenraumfunktion F'(q,p,t) die partielle Zeitablei-
tung %—f eine Erhaltungsgrofle ist, falls die Hamiltonfunktion H sowie F' Erhal-
tungsgrofen sind.

(b) Wihlen Sie kartesische Koordinaten in einer Dimension und berechnen Sie

die Erzeugendefunktion F'(z,p) der Transformation dx = vt, dp = mv, d.h. eine
Funktion F, fiir die gilt 0z = {z, F'} und op = {p, F'}.

Relativistische Hexe (3 Punkte)
Eine Hexe fliegt auf ihrem Besen (Ruhelidnge 2L) mit konstanter Geschwindigkeit
v auf eine Scheune der Ruheldnge L zu (Skizze, symbolisch). Das Vorder- und
Hintertor der Scheune sind so miteinander verbunden, daf} stets ein Tor offen und
das andere Tor geschlossen ist. Das vordere Tor (T1) sei gedffnet. Ein Beobachter
im Ruhesystem der Scheune schliefit dieses Tor (T1), wenn das Ende des Besens
gerade in der Scheune verschwunden ist. Ist es mdoglich, dal sowohl die Hexe als
auch das hintere Tor (T2) bei diesem Flugmanover unbeschédigt bleiben? Dis-
kutieren Sie den Ablauf anhand eines Minkowski-Diagramms im Ruhesystem der
Scheune.
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[H24] Resonanz-Jonglieren (14+1+14141 Punkte)
Der Drehpunkt eines invertierten Pendels der Lénge ¢ soll
vertikal mit einer Periode von 27 und einer Amplitude von
a < ( oszillieren, und zwar mit einer konstanten Beschleu-
nigung ¢ = % > g, die bei jedem Zeitpunkt ¢ = nr, n
ganzzahlig, sprunghaft ihr Vorzeichen wechselt. Wie schnell
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(Frequenz v = 5-) mufl die Oszillation sein, damit die 2a

invertierte Gleichgewichtslage (¢ = 0) stabil wird? -
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(a) In der Halbperiode [0, 7] erféhrt die Pendelmasse eine Kraft von —m(g — c)é’,
in der Halbperiode [, 27] ist es —m(g + ¢)e,. Wie lauten die linearisierten Bewe-
gungsgleichungen fiir kleine Winkel ¢ wahrend der beiden Halbperioden?
(Definieren Sie die Abkiirzungen w? = 4, d* = ¢, O = d* —w? k* = d* + w?))

(b) Bringen Sie die Losungen ¢(t) in die Form

(D o=40 (o v ()ern=no ()0

mit den 2 x 2-Matrizen A;(t) und As(¢) und geben Sie die , Halbperioden Matri-
zen“ Ay := A;i(7) und Ay := Ay(7) an.

(c) Formulieren Sie die Stabilitdtsbedingung |Sp(A;A2)| < 2 und driicken Sie darin
kr und Q7 durch die dimensionslosen Verhéltnisse ¢ = ¢ < 1 und ¢ = p? < 1
aus.

(Zwischenergebnis: Sp(AjAs) = 2coshkt cos Qr + (& — £)sinhkr sinQr.)

(d) Entwickeln Sie in € und g bis zur Ordnung €¢* und €?p%. Verifizieren Sie, daf sich
die Stabilititsbedingung in dieser Niherung auf die Bedingung 2¢? > 3u? reduziert.

(e) Formen Sie diese Ungleichung um in v > vit(g, ¢, a) und setzen Sie in vy, die
Zahlenwerte ¢ = 20 ¢m und ¢ = 1 ¢m ein.
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